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An Extended Study on the Extended Gini Index and its Application
Dai Pingsheng
Abstract: This Paper discusses computing extended Gini index for grouped data，promotes new methods of covariance
and slope for Gini index，proves several characters of extended Gini index which satisfied with poverty axioms，corrects
some mistakes about extended concentration index，redefines extended health equality index and health effective，gives
several defines for tax progressive，and defines a new measurement of tax progressive with tax relative marginal effect．
Applying above methods to maternal mortality rate and revenue of local government by region in China，empirical analysis of
health equality and tax progressive are carried on．
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一、引言
Yitzhaki( 1983 ) 在一个由 Kakwani ( 1980 ) 给出
的不平等指数的基础上，定义了现在被学者广为接
受的连续收入分布的拓展基尼系数。一些学者对于
离 散 收 入 分 布 的 个 体 数 据 也 进 行 了 尝 试，如
Donaldson 和 Weymark ( 1980，1983 ) ，Chakravarty
( 1988) 都给出了自己的定义，但直到若干年后才由





Lerman 和 Yitchaki( 1985) 给出了连续收入分布
拓展基尼系数的两个等价形式，不仅使用协方差计
算拓展基尼系数，而且给出了连续收入分布条件下

























收入分布洛伦茨曲线平面坐标为( F，L) ，其中 F 为收
入分布函数也是累计人口份额、L 为累计收入份额，ν
表示不平等厌恶参数，则拓展基尼系数 G( v) 定义为:
G( v) = 1 － ∫
1
0
L( F) K( v，F) dF，K( v，F) = v( v
－ 1) ( 1 － F) v－2，v ＞ 1 ( 1)
( 一) 连续收入分布拓展基尼系数的其他算法
通过恒等变形，可以得到式( 1 ) 拓展基尼系数
的几种等价形式。
1. 收入赤字法。
利用分部积分，容易导出下面的式( 2) 与式( 1)
是等价的。
G( v) = ∫
1
0
( F － L( F) ) K( v，F) dF，K( v，F)
= v( v － 1) ( 1 － F) v－2，v ＞ 1 ( 2)
被积函数 F － L ( F) 反映了累计收入份额与累
计人口份额的不相匹配，称为“收入赤字”。当 v ＞ 2
时，权函数 K( v，F) 关于 F 是递减的，与权函数相乘
意味着前面的收入赤字的权重大于后面的收入赤字
权重，说明重视收入的不平等; 当 1 ＜ v ＜ 2 时，情况
恰好相反; 当 v = 2 时，权函数与收入分布无关，拓展
基尼系数等同于普通的基尼系数。
2. 协方差法。
设收入为 y，收入密度函数为 f( y) ，其中 y 满足
a≤y≤b。连续收入分布基尼系数有以下参数形式:
F( y) = ∫
y
a












G( v) = 1 － ∫
1
0








yf( y) ( 1 － F) v－1 － 1( )v dy
= － v
μ












yf( y) ( 1 － F) v－1 － 1( )v dy
= － v
μ





( ( 1 － F) － ( 1 － F) v ) dy ( 4)






q2，… ，qn为相应的人口数，q 为总人口数; 记 pi = qi
/q表示第 i 组的人口占总人口的比例，简称为第 i 组
的人口份额; 让 F0 = 0，Fi称为至第 i 组的累计人口
份额即 Fi = p1 +… + pi ; 另外记 S = q1y1 +… + qnyn，
让 L0 = 0，Li 称 为 至 第 i 组 的 累 计 收 入 份 额 即 Li
= ( q1y1 +… + qiyi ) /S( i = 1，2，…，n) 。组数据拓展
基 尼 系 数，无 法 简 单 地 从 连 续 形 式 中 得 出。
Chotikapanich 和 Griffiths( 2001 ) 将连续收入分布的
洛伦茨曲线通过较为复杂的折线化过程，导出了式
( 1) 的组数据离散形式“





( ( 1 － Fi)
v － ( 1 － Fi－1)
v) ( 5)
1. 收入份额法。
利用分部积分公式将式( 1 ) 变形，并进行离散
化处理可以得到与式( 5 ) 相同的结果，表述为以下
各组收入份额的线性组合:




S ωi ( v) ，ωi ( v)
= 1 +
( 1 － Fi )











































其中 μ 为总体的平均收入。显然 Ri不同于 Fi，
根据收入份额法组合系数的性质，可以得到它满足
p1R1 +… + pnRn = 1 /2，即 Ri的均值等于 1 /2 ( i = 1，
2，…，n) 。Kakwani 等人( 1997 ) 也给出了这一组数
据集中度指数的协方差计算公式，但没有公式的推
导过程。对应于组数据拓展基尼系数我们有:






























S ωi ( v) =
1
μ








kyi ti = αti + βωi ( v) ti + εi，( i = 1，2，…，n)
其中 k 为待定系数，这里的 εi、ti分别为误差项
和加权函数( 取 ti
2 = pi，i = 1，2，…，n) 。
让误差平方和最小，通过极值求解可以得到截
距、斜率参数估计满足的等式:









β^ = G，α̂ = σ2ω
这样截距、斜率的估计值分别为组合系数的方






yi p槡 i = α p槡 i + βωi ( v) p槡 i + εi，



















［iv － ( i － 1) v］y0i
只是该算法并不适用于组数据。对于组数据拓
展基尼系数可以导出下面的反序表达式:








其中人口份额 pi 和 Fi 都是与个人收入的反序







术层面。Lerman 和 Yitchaki( 1985) 利用拓展基尼系
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数的协方差算法，给出拓展基尼系数按收入来源分
解的公式，Lazaridis ( 2000 ) 将仅适用于个体数据收
入来源分解的基尼系数边际效应分析方法( Stark et






本要求( 万广华，2004 ) ; 另一方面还要考察是否满

















= 1 + n 1 － i( )n
v












定理 1: 设个体收入{ yi，i = 1，2，…，n，n∈N }
满足 0 ＜ y1≤y2≤…≤yn，对于公式( 11) 定义的{ ωi，
i = 1，2，…，n} 和 G ( ν) ，低收入者 k 的收入变化为
Δyk，记 y0 = 0 满足 yk － 1≤yk + Δyk≤yk + 1，若 Δyk ＜ 0，
则 ΔG( ν) ＞ 0; 若 Δyk ＞ 0，则 ΔG( ν) ＜ 0。
证明: 在拓展基尼系数中第 k 个收入者对应的
收入份额组合系数 ωk，根据组合系数的定义性质，
低收入者应满足 ωk ＜ 0。记 S' = S + Δyk有:





S' ωk － G( v)
= SS'G( v) +
Δyk
S' ωk － G( v) = －
Δyk
S' G( v) － ω
[ ]
k
其中 G( ν) － ωk ＞ 0。因此若 Δyk ＜ 0，则 ΔG( ν)











定理 2: 设个体收入{ yi，i = 1，2，…，n，n∈N }
满足 0 ＜ y1≤y2≤…≤yn，对于公式( 11) 定义的{ ωi，
i = 1，2，…，n} 和 G( ν) ，低收入者 i 和高收入者 j 有 1
≤i ＜ j ＜ n，记 y0 = 0 满足 yi － 1≤yi － Δyi≤yi + 1和 yj － 1
≤yj + Δyi≤yj + 1 ; 若 Δyi ＞ 0，则 ΔG ( ν) ＞ 0; 若 Δyi
＜ 0，则 ΔG( ν) ＜ 0。
证明: 由于收入仅仅在低收入者 i 和高收入者 j
间转移，n 个个体的总收入不变，因为只有第 i 个个
体和第 j 个个体的收入发生变化，我们有:
ΔG( v) =
ωi － ω j
S ( － Δyi ) =
Δyi
S ( ωk+i － ωi )
=
nΔyi
S Δ i ( k) ，k = j － i，k ＞ 0
Δi ( k) = 1 －
k + i( )n
v
－ 1 － k + i － 1( )n
v
－ 1 － i( )n
v
+ 1 － i － 1( )n
v




= － vn 1 －
k + i( )n
v－1
－ 1 － k + i － 1( )n
v－[ ]1
＞ 0，v ＞ 1
即 Δ i ( k) 为 k 的增函数，所以对 k≥1 有 Δ i ( k)
＞ Δ i ( 0) = 0，因此对于 ν ＞ 1，当 Δyi ＞ 0 时，ΔG( ν)
＞ 0; 当 Δyi ＜ 0 时，ΔG( ν) ＜ 0。
3. 单调敏感性公理。
不平等指数的单调敏感性公理，是指在不改变








定理 3: 设个体收入{ yi，i = 1，2，…，n，n∈N }
满足 0 ＜ y1≤y2≤…≤yn，对于公式( 11) 定义的{ ωi，
i = 1，2，…，n} 和 G( ν) ，低收入者 i 和高收入者 j 有 1
≤i ＜ j ＜ n，记 y0 = 0 满足 yi － 1≤yi － Δyi≤yi + 1和 yj － 1
≤yj + Δyi≤yj + 1 ; 若 Δyi ＞ 0，则 ΔG( ν) ＞ 0 且为 i 的
减函数; 若 Δyi ＜ 0，则 ΔG( ν) ＜ 0 且为 i 的增函数。





S ( ω j － ωi ) =
nΔyi
S Δ( i，j)
Δ( i，j) = 1 － j( )n
v
－ 1 － j － 1( )n
v
－ 1 － i( )n
v
+ 1 － i － 1( )n
v
将 Δ( i，j) 关于 i 求偏导数，对于固定的 j 有:
Δ( i，j)
i
= vn 1 －
i( )n
v－1
－ 1 － i － 1( )n
v－[ ]1
＜ 0，v ＞ 1
即 Δ( i，j) 为 i 的减函数，因此对于 ν ＞ 1，当 Δyi
＞ 0 时，ΔG ( ν) ＞ 0 且为 i 的减函数; 当 Δyi ＜ 0 时，








了位次差距约束，因此要求更高。当 ν ＞ 2 时，拓展
基尼系数满足转移敏感性公理，下面用定理 4 来加
以叙述。
定理 4: 设个体收入{ yi，i = 1，2，… ，n，n∈N }
满足 0 ＜ y1≤y2≤…≤yn，对于公式( 11) 定义的{ ωi，
i = 1，2，… ，n} 和 G( ν) ，低收入者 i 有 1≤i ＜ n，记 y0
= 0 满 足 yi － 1≤ yi-dyi≤ yi + 1 和 yi + k － 1≤ yi + k + dyi
≤yi + k + 1，k 为固定的自然数 ( i + k≤n ) 。当 ν ＞ 2
时，若 Δyi ＞ 0，则 ΔG( ν) ＞ 0 且为 i 的减函数; 若 Δyi
＜ 0，则 ΔG( ν) ＜ 0 且为 i 的增函数。





S ( ωk+i － ωi ) =
nΔyi
S Δ i ( k)
Δ i ( k，ν) = 1 －
i + k( )n
v
－ 1 － i + k － 1( )n
v
－ 1 － i( )n
v
+ 1 － i － 1( )n
v
根据在定理 2 证明过程中的结果，有: 当 ν ＞ 1
时 Δ i ( k，ν) ＞ 0 ( 前面没有把 ν 列为一个变量) 。下
面对 Δ i ( k，ν) 关于 i 求导数，可以得到:
Δi( k，ν)
i
= － vn 1 －
k + i( )n
v－1
－ 1 － k + i － 1( )n
v－[ 1
－ 1 － i( )n
v－1
+ 1 － i － 1( )n
v－ ]1 = － vn Δ i k，v －( )1
因此当 ν － 1 ＞ 1，即 ν ＞ 2 时，Δi ( k，ν － 1 ) ＞ 0
也成立。于是导出 Δi ( k，ν) 对于固定的 k 是 i 的减
函数，说明当 Δyi ＞ 0 时，ΔG ( ν) 为 i 的减函数; 当
Δyi ＜ 0 时，ΔG( ν) 为 i 的增函数。注意到当 ν = 2 时
Δi ( k，1) = 0，因此基尼系数并不满足转移敏感性公
理。拓展基尼系数正是通过对收入赤字的加权处理














另一种是关于收入差距固定，见 Kakwani( 1980) 。




















0 ～ 1 之间的性质，集中度指数可正可负更为灵活，







C( v) = 1 － vnμΣ
n
i = 1










I( v) = ［1 － C( v) ］μ = 1nΣ
n
i =1
yiv ( 1 － Ri)
v－1 ( 12)
其中的不平等厌恶参数 ν 的取值，取决于政策
制定者或研究者的态度。当取值 ν = 2 时，拓展集中
度指数就是标准的集中度指数; 当取值 ν ＜ 2 且趋向





妇死亡率; 儿童保健情况，如 5 岁以下重度营养不良















S wi ( v)
wi ( v) =
( 1 － Fi－1 )
v － ( 1 － Fi )
v
pi
，v ＞ 1 ( 13)
其中 Fi是累计人口份额，对应于人均收入递增
排序。式( 13) 可以由式( 6) 直接得到。
定义 2: 健康不平等测度对应于拓展集中度指
数的健康绩效指数为:
I( v) = Σ
n
i = 1
yi［( 1 － Fi－1 )
v － ( 1 － Fi )
v］ ( 14)








( 二) 我国 2010 年地区间孕产妇保健的不平等
分析
















最大值 最小值 平均值 总人数 最大值 最小值 平均值 总人数
高危产妇 34. 5% 6. 1% 12. 38% 1348860 42. 6% 7. 2% 17. 12% 2434206
总体死亡 310. 4 10. 8 45. 2 4922 174. 8 3. 6 19. 2 2737
市级死亡 120. 3 9. 8 29. 8 1367 69. 4 4. 9 15. 8 959
县级死亡 321. 6 7. 2 56. 3 3555 179. 4 1. 8 21. 8 1778
注: 死亡率为每 10 万人的死亡人数，总人数的单位为人; 2004 年暴露人
口为 10897536 人，2010 年为 14221394 人。
从表 1 可以看出，2010 年各地区高危产妇占全
部产 妇 的 比 重 平 均 为 17. 12%，高 出 2004 年 的
12. 38%近 5 个百分点，其中 2010 年最高的 4 个地
区依 次 为 浙 江 ( 42. 6% ) 、天 津 ( 36. 2% ) 、北 京
( 35% ) 和江苏( 33. 8% ) ; 最低的 4 个地区依次为西
藏( 7. 2% ) 、海 南 ( 9. 2% ) 、青 海 ( 9. 8% ) 和 贵 州








加剧。从孕产妇死亡率的变化看，2010 年每 10 万































ν = 1. 5 ν = 2 ν = 4 ν = 6 ν = 8 ν = 1. 5 ν = 2 ν = 4 ν = 6 ν = 8
高危产妇 0. 0934 0. 1263 0. 1401 0. 1405 0. 1462 0. 0899 0. 1268 0. 1644 0. 1783 0. 1875
总体死亡 － 0. 1365 － 0. 2242 － 0. 3912 － 0. 4768 － 0. 5465 － 0. 1188 － 0. 1977 － 0. 3778 － 0. 4906 － 0. 5775
市级死亡 － 0. 1263 － 0. 2142 － 0. 3977 － 0. 4778 － 0. 5279 － 0. 1187 － 0. 1970 － 0. 3520 － 0. 4292 － 0. 4901




ν = 1. 5 ν = 2 ν = 4 ν = 6 ν = 8 ν = 1. 5 ν = 2 ν = 4 ν = 6 ν = 8
高危产妇 0. 0256 0. 0447 0. 0957 0. 1290 0. 1552 0. 0226 0. 0395 0. 0849 0. 1152 0. 1392
总体死亡 0. 0329 0. 0536 0. 1118 0. 1533 0. 1859 0. 0366 0. 0595 0. 1179 0. 1578 0. 1899
市级死亡 0. 0200 0. 0310 0. 0662 0. 0975 0. 1237 0. 0243 0. 0393 0. 0827 0. 1152 0. 1409
县级死亡 0. 0344 0. 0569 0. 1162 0. 1559 0. 1867 0. 0410 0. 0667 0. 1301 0. 1732 0. 2085





度指数为 0. 1268，标准差为 0. 0395，于是相应的区











收累进性的 K 指数。几乎与此同时，Suits( 1977) 也
按税前人均收入递增顺序排列，以累计收入份额 Li
为横坐标，累计税收份额 Ti为纵坐标构造了类比洛





1. 税收累进性的拓展 K 指数。
Kakwani( 1977) 的税收累进性测度指数可以用
收入份额法表示为:










( Fi + Fi－1 － 1) ( 15)
其中 yi、Ti分别表示第 i 组的人均税前收入和人
均税收额，Fi仍然表示对应于人均税前收入递增排
序的累计人口份额( i = 1，2，…，n) 。利用拓展基尼















ωi ( v) ( 16)
其中 ωi ( i = 1，2，…，n) 由式( 6) 给出。
2. 税收累进性的拓展 S 指数。







( Li + Li－1 － 1) ( 17)
其中 Li、Ti分别表示对应于人均税前收入递增
排序的，至第 i 组的累计人口份额和累计税收份额
( i = 1，2，…，n) 。
定义 4: 税收拓展 S 指数由下面的式子给出:





ωi ( v) ，ωi ( v)
= 1 +
( 1 － Li )
v － ( 1 － Li－1)
v
Li － Li－1







M( v) = s( T) －
ST
Sy





ωi ( v) ( 19)
其中 y 表示税前收入，ST /Sy 为平均税率，s ( T)
是税收对税前收入基尼系数的贡献率。ωi ( i = 1，2，











说明税收边际效应 M 与拓展 K 指数的符号一
致。因此，税收边际效应 M 可以用于测度税收的累






( 18) 给出。让不平等厌恶参数等于 2，就可以得到
普通 M 指数的定义。
定义 6: 税收累进性的 M 指数为:
M = s( T) －
ST
Sy





(Fi + Fi－1 －1) ( 20)
它赋予了税收累进性新的经济含义，即税收关





的可加性比 K 指数、S 指数的各税种收入份额的加
权平均更为便捷。
4. 我国 2010 年地区收入各税项的累进性。
下面考察各种税收的拓展累进性测度关于截面
数据的适用性。这里使用了 2010 年 31 个省市自治
区( 不含港澳台) 的地区生产总值( GDP) 、财政收入
中各税种分项收入数据、年末人口数的数据，这些数
据直接取自 2011 年《中国统计年鉴》中的相关数
表。表 4 给出了地区收入( 以 GDP 为代理变量) 地
方税收各税种的累进性测度，它们分别由拓展 S 指
数、拓展 K 指数、新的税收累进性拓展 M 指数的定
义，以及基尼系数增量的计算公式得到。
不平等厌恶参数分别取值为 1. 5、2 和 4，根据
表 4 的计算结果可以发现，拓展 K 指数不是随着参










标准累进性测度( ν = 2) ，K 指数是累退的，S 指数是
累进的，出现两种相反的结论。由于基尼系数增量











标准累进性测度( ν =2) ，我们更倾向于采用税收边际
效应的 M 指数，M 指数不仅具有可加性的便利，而且







移性公理和单调敏感性公理，当 ν ＞ 2 时还满足转移




ν = 1. 5 ν = 2 ν = 4
M 指数 K 指数 S 指数 M 指数 K 指数 S 指数 M 指数 K 指数 S 指数
总税收 0. 0083 0. 0450 0. 0874 0. 0915 0. 0343 0. 1040 0. 1273 0. 0228 0. 0958 0. 1475
增值税 0. 0010 0. 0055 0. 0670 0. 0682 0. 0045 0. 0852 0. 0996 0. 0033 0. 0880 0. 1256
营业税 0. 0023 0. 0142 0. 0823 0. 0890 0. 0100 0. 0904 0. 1172 0. 0057 0. 0705 0. 1220
企得税 0. 0025 0. 0135 0. 1701 0. 1745 0. 0108 0. 2111 0. 2482 0. 0080 0. 2176 0. 3050
个得税 0. 0010 0. 0055 0. 1802 0. 1873 0. 0043 0. 2179 0. 2612 0. 0030 0. 2151 0. 3115
资源税 － 0. 0002 － 0. 0011 － 0. 1674 － 0. 1628 － 0. 0010 － 0. 2281 － 0. 2533 － 0. 0008 － 0. 2576 － 0. 3408
城建税 － 0. 0001 0. 0001 0. 0047 0. 0118 － 0. 0002 － 0. 0122 0. 0035 － 0. 0006 － 0. 0511 － 0. 0301
房产税 0. 0003 0. 0018 0. 1247 0. 1239 0. 0015 0. 1646 0. 1875 0. 0012 0. 1785 0. 2454
印花税 0. 0002 0. 0009 0. 1170 0. 1180 0. 0008 0. 1506 0. 1728 0. 0006 0. 1624 0. 2221
地用税 0. 0001 0. 0003 0. 0188 0. 0092 0. 0005 0. 0499 0. 0376 0. 0007 0. 0890 0. 0942
地增税 0. 0005 0. 0025 0. 1240 0. 1225 0. 0021 0. 1661 0. 1884 0. 0017 0. 1804 0. 2492
车船税 0. 0000 0. 0001 0. 0160 0. 0157 0. 0001 0. 0215 0. 0235 0. 0000 0. 0243 0. 0332
耕地税 － 0. 0003 － 0. 0013 － 0. 0952 － 0. 0898 － 0. 0012 － 0. 1377 － 0. 1428 － 0. 0012 － 0. 1838 － 0. 2102
契税 0. 0007 0. 0036 0. 0922 0. 0937 0. 0029 0. 1159 0. 1377 0. 0020 0. 1130 0. 1679
其他 － 0. 0001 － 0. 0006 － 0. 4485 － 0. 3746 － 0. 0006 － 0. 7816 － 0. 7030 － 0. 0008 － 1. 2939 － 1. 2728
注: 这里国内增值税简称增值税，“企得税”、“个得税”即为企业所得税、个人所得税;“城建税”、“地用税”、“地增税”、“耕地税”即为城市
维护建设税、城镇土地使用税、土地增值税和耕地占用税;“其他”表示除以上之外的其他税收。


























是累进的。实证中通过对标准累进性( ν = 2 ) 的分
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